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Introduction 


Vers la fin du XlXeme siecle, on pensait que Involution des systemes 
physiques pouvait etre decrite dans le cadre de la mecanique classique. Cependant, 
certains faits sont restes mal compris et allaient conduire a remettre en question 
cette croyance, parmi ces faits on trouve le spectre d’emission de 1’atome 
d’hydrogene. 

Apres la decouverte de la structure de Fatome par Rutherford, Bohr admet 
que dans l’atome d’hydrogene, Felectron gravite autour du noyau en etant soumis 
aux forces electrostatiques, il annonca ses regies de quantification et de 
stationnarite. Malgre certains succes, la combinaison de ces regies avec la 
mecanique classique a donne des resultats peu satisfaisants. On doit ainsi travailler 
dans les conditions d’une nouvelle theorie « Theorie Quantique ». 

Dans ce travail on va presenter les grandes etapes classiques du traitement 
physique de Fatome d’hydrogene. Apres, on va passer au traitement quantique de 
cette atome. Les fonctions d’onde des etats stationnaires et les energies propres 
seront obtenues au moyen de l’equation de Schrodinger pour Fatome d’Hydrogene. 

A cause des effets secondaires lies essentiellement au spin, de nouvelles 
notions de Fatome d’hydrogene sont developpees: la structure fine et la structure 
hyperfine en sont les effets les plus importants. En presence d’un champ exterieur 
(magnetique ou electrique) l’energie d’interaction de cet atome change suivant 
l’intensite de ce champ. Cela entraine de nouveaux effets, les effets Zeeman et 
Stark. 

Nous cloturons ce memoire par une conclusion. 
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I- A QUOI SERT L’HYDROGENE ? 

L’hydrogene est un element chimique, il appartient au groupe des non-metaux, 
groupe IIIA du tableau periodique. Les elements de ce groupe presentent des 
proprietes tres differentes, certains sont gazeux corntne 1’ Hydrogene et d’autres sont 
solides... En revanche, les non-metaux constituent un groupe extremement important 
car ils renferment les elements chimiques indispensables a la vie tels que l’Hydrogene, 
le carbone, l’oxygene et l’azote. 

C’est l’element le plus leger et le plus abondant de l’univers, il est essentiel a la vie et 
se trouve dans tous les organismes. En 1671, le chimiste et physicien britannique 
Robert Boyle publie un article dans lequel il decrit la reaction entre du fer et un acide 
dilue. Il obtient un gaz (en l’occurrence l’hydrogene). Cependant, ce n’est que 
beaucoup plus tard que l’hydrogene est reconnu en tant qu’element chimique. En effet, 
en 1766, le chimiste britannique Henry Cavendish decouvre une substance gazeuse 
qui, en brulant dans Pair, donne de l’eau. Le chimiste franc ais Antoine de Lavoisier 
donne le nom grec « hydrogene » a ce gaz inflammable, car il signifie « qui produit de 
l’eau ». Alors que depuis sa decouverte il a ete connu comme la plus simple substance 
dans la nature car il est constitue d’un noyau entoure par un seul electron. Son etude, 
classique ou quantique, doit en principe se generaliser a 1’ etude de n’importe quel 
autre atome. La comprehension de cet element au niveau de la theorie quantique qui a 
ete introduite pour rendre compte des proprietes des atomes, inexplicables par la 
mecanique classique, fut une etape importante qui a notamment permis de developper 
cette theorie. Nous montrerons dans ce memoire comment la mecanique quantique et 
en particulier l’equation de Schrodinger et la description de Heisenberg permet de 
decrire l’atome d’hydrogene et de resoudre les contradictions du rnodele de Bohr. 

II- PARTICULE DANS UN POTENTIEL CENTRAL : 

Un potentiel central est un potentiel qui ne depend que de la distance r de la particule 
a l’origine des coordonnees. Il intervient dans de nombreux systemes physiques dont 

l’un des plus importants est celui d’une particule plongee dans un potentiel 

— > — > 

coulombien. Pour une particule classique dans un potentiel central, la force F= -V V(r) 


FSDM-FES 


7 | P a g e 






PFE 


2013/2014 


est toujours dirigee vers l’origine et de moment, t= r A F , nul. Le moment 

angulaire L= r A ~p est une constante du mouvement. La trajectoire de la particule est 

— > 

situee dans un plan passant par l’origine et perpendiculaire a L. Sa vitesse v peut etre 
decomposee en une composante radiale v r suivant le rayon vecteur f (vitesse radiale) 
et une composante ortho-radiale v ± perpendiculaire au rayon vecteur r (vitesse ortho- 
radiale). L’energie de la particule est : 


1 11 
E = -mv 2 + V(r) = -mv 2 r + -mv 1 2 + V(r) 


Sachant que p= mv et L = mrv L et, on peut encore ecrire : 


v 


+ ^( r )=r-+W ; avec p 2 = p r 2 + ^ 


2m 2 mr 2 


2m 


Pour effectuer la transposition en mecanique quantique, il nous faut ecrire le 
hamiltonien de la particule en remplagant dans l’expression de l’energie E les 
grandeurs physiques classiques exprimees en termes de r et p, par leurs operateurs 
correspondant en mecanique quantique et symetriser l’expression, si necessaire. Nous 
connaissons deja, en representation(|r)}, les operateurs p x , p y , p z , p 2 et L 2 , il nous faut 

maintenant trouver l’expression de l’operateur p r 2 . En representation (|r)} : 


H = — + V (?) = V 2 + V (r) =>H = -— 

2m v y 2m v y 2m r dr 2 2mr 2 


-r + 


+ V(r) 


avec: r=Jx 2 + y 2 + z 2 


On appliquera enfin cette etude a la recherche des etats propres et energies propres de 
l’atome d’hydrogene qui constitue le systeme atomique le plus simple. Done 
premierement on s’interesse au probleme de la quantification du mouvement d’une 
particule dans un potentiel central. En mecanique classique, la solution de ce probleme 
repose sur le fait que le moment cinetique est conserve. 

Ill- INSUFFISANCE DE LA MECANIQUE CLASSIQUE : 

Apres avoir decouvert l’atome en tant que constituant microscopique de la matiere, il 
a fallu construire un modele atomique qui convient bien a la description de la physique 
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de la matiere. La mecanique de Newton, adaptee a Tetude des systemes 
macroscopiques, par exemple a Tetude du mouvement des astres, des planetes et des 
satellites, cede le pas a la mecanique quantique pour Tetude des systemes 
microscopiques tels que les atomes, les molecules et les noyaux. 

Depuis l’antiquite les grecs voyaient que La matiere ne peut pas etre divisee 
infiniment : elle est faite de grains appeles atomes (du grec atomos) ce qui signifie 
qu’on ne peut pas les partager. Apres des centaines annees des experimentateurs 
developpes cette idee. Thomson a decouvert Telectron et il voit Tatome comme une 
sphere microscopique a la surface de laquelle s’accrochent les Z electrons de Tatome, 
et dans laquelle se reparti de faqon homogene la charge positive +Ze de Tatome. 


electron 



Figure : I'atome comme il a vu Thomson 


Les experiences de Geiger et Marsden en 1910, completees par celles de Rutherford, 
et surtout interpretees par ce dernier, ont joue un role capital a une epoque ou 
s’imposait un choix entre les deux modeles d’ atomes egalement valeureux, celui de 
Dalton(les atomes se comportent comme des spheres pleines incassables) et celui de 
Thomson. De fait, Rutherford a prouve de faqon eclatante qu’il existait au centre de 
Tatome une minuscule concentration de charge et de masse, c’est le noyau. Le 
principe de Texperience est simple, des particules a emises par une source de radium 
sont envoyees perpendiculairement en direction d’une mince feuille metallique, de 
quelques centiemes de mm d’epaisseur. Un compteur a scintillation mobile permet de 
denombrer les particules deviees dans une direction faisant un angle 0 par rapport a 
leur direction incidente. Les resultats, contre toute attente, montrerent que si la plus 
grande partie des a etaient peu deviees, une partie d’ entre elles subissaient une forte 
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deviation, certaines allant meme jusqu’a faire presque demi-tour (voir le figure ci- 
dessous), decouvrant ainsi un vide enorme au sein de la matiere et mettant en evidence 
l’existence du noyau atomique dans lequel doit se concentre la charge positive de 
l’atome. C’est a cause de cette contradiction que le modele statique compact de 
Thomson a ete rejete et le modele dynamique planetaire de Rutherford a ete considere. 




L’experience de Rutherford 


Atames de la feuille d'or, agrandis 

les observations de Rutherford 


En effet, l’electron de l’atome d’hydrogene de charge q e =-e, et de masse m tourne 
avec une vitesse lineaire v autour du proton de charge q p = e et de masse m p » m e . 
En choisi le repere de Frenet, electron sounds a la force de Coulomb d’intensite 


F,=- 


i lq e qpl 

4ji£ n r 2 


. D’apres le 2 e principe de Newton : 


X F= ma , or selon la normale : F c = ma n , en rempla<jant : 


i lq e q P l 

4tieo r 2 


v 

= m— 

r 


1 e 2 7 

= mv“ 


4jieo r 


r = 


47i£omv 2 


( 1 ) 


( 2 ) 


D’apres ce calcul classique, tous les rayons sont permis car il n’existe aucune 
condition limitant les valeurs possibles de v. 
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Selon Rutherford, l’e finira dans cette image, par s’ecraser sur le noyau sous l’effet de 
son acceleration centripete. . . cela donnerait une instability a la matiere et un etat final 
trop compact a l’univers qui serait alors inaccessible a toute forme de vie. 

Ce qui nouveau ici et ce qui ne trouve pas d’expliquer dans le cadre de la mecanique 
classique c’est le fait experimental que les spectres d’ absorption ou d’ emission de 
differents types de la matiere son discretes. L’hydrogene, par exemple, ne peut 
absorber ni emettre que 31 frequences connues, 4 dans le visible et 27 dans l’ultra- 
violet. 



Figure : Spectre constitue de raies discretes (Balmer, Rydberg) 

C’est la serie des 31 raies de Balmer de l’atome d’hydrogene. Les quatre l crcs sont 
intenses et espacees et les 27 ultra-violets sont nettement moins intenses et moins 
espacees : 


I R 


410 nm 434 nm 486 nm 
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Figure: les differents sauts d'energie possibles pour l'electron de l'atome d'Hydrogene 
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Balmer proposa(1885) done d’ecrire que toutes les raies ne repartissent suivant une 
serie, constituant ce que l’on appelle depuis la serie de Balmer, dont les longueurs 
d’onde X sont donnees par : 

^ = R y (^-^) ;p=3,4,.... 

R y ~ 109677 cm -1 constante de Rydberg 

Rydberg generalisa la formule de Balmer a toutes les transitions de l’atome 
d’hydrogene, en posant que la longueur d’onde de ces constituants etait toujours 
donnee par : 

J- = R y ; p=n+l,n+2, 

A, y n z p z 


Connaissant cette formule, on entreprit de chercher les autres series de l’Hydrogene. 
L’etude de l’Hydrogene comme l’element le plus simple ne fut qu’un un point de 
depart, Ritz permit de generaliser la formule de Balmer en posant que les longueurs 
d’onde de luminescence de tout atome sont toujours donnees par la difference de deux 
quantites T n appelees termes spectraux : 

7 — = T n - T (Regie de Ritz) 

A np 

Pour l’atome d’Hydrogene, le terme spectral general T n =R y ^ 

En effet, le modele planetaire contient deux types de difficultes : 

❖ L’ electron gravite autour du noyau de charge Z|e| grace au champ de 
force electrostatique en r -2 . le rayon R de la trajectoire suppose 
circulaire peut etre quelconque, done egalement la frequence de rotation 
aussi, ainsi, toutes les frequences sont possibles, ceci ne saurait rendre 
compte du spectre de raies et de ses frequences remarquables bien 
definies puisque, classiquement, e’est la frequence de rotation qui fixe la 
frequence d’ emission. 

❖ L’atome n’est pas stable, electro- dynamiquement parlant, comme 
mentionne a plusieurs reprises. Bohr proposa en 1913 de lever ces 
difficultes, en effectuant une synthese entre le principe empirique de Ritz 
et le photon d’Einstein. 
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IV- MODELE DE BOHR 

IV-1- Theorie de Bohr : 

Nous allons rappeler ici le modele de Bohr qui presente une etude semi- 
classique, et les resultats de ce modele relatifs a l’atome d’hydrogene ce modele 
re mp lac ait celui de Rutherford (modele planetaire) qui, a cause de son approche 
purement classique, n’etait pas dans la mesure d’ interpreter remission discontinue des 
spectres atomiques. La discontinuity du spectre de l’atome a permis a Bohr de montrer 
l’existence d’orbites stationnaires ou d’orbites stables, d’energie quantifiee E n et de 
rayon r n . Ce modele qui repose sur la notion de trajectoire et incompatible avec les 
idees de la mecanique quantique, il permet cependant de corriger quelques notions 
classiques et d’introduire tres simplement des grandeurs fondamentales telles que 
l’energie d’ionisation Ejde l’atome d’hydrogene et le rayon de Bohr a 0 qui est un des 
parametres caracteristiques des dimensions atomiques. D’autre part, il se trouve que 
les energies En donnees par la theorie de BOHR coincident avec les valeurs propres de 
l’hamiltonien qu’on va trouver dans l’etude quantique. Ce modele semi-classique est 
base sur l’hypothese que l’electron decrit autour du proton une orbite circulaire de 
rayon r obeissant aux equations suivantes: 


^ ^ 1 ? e~ uv v 

E= E c + E p = -pv 2 -- (l) — = -r ( 2 ) 


2 2 
.z e z 


La 1 C1C equation exprime que l’energie totale E de l’electron est la somme de son 

m v~ e 2 

energie cinetique — et de son energie potentielle — - . 

La 2 cmc equation n’est rien d’autre que l’equation fondamentale de la dynamique 
newtonienne. 

11 y a quantification du moment cinetique orbital L de l’electron par rapport au centre 
de l’orbite, ce moment est un multiple entier de — cette equation traduit la condition de 

quantification introduite de maniere empirique par Bohr pour rendre compte de 
l’existence des niveaux d’energies discrets, alors que Bohr postule que: Sans emission 
de rayonnement, les electrons ne peuvent graviter autour du noyau que sur certaines 


FSDM-FES 


13 | P a g e 




=1 


PFE 


2013/2014 


orbites permises. Celles-ci sont determinees par la condition de quantification 
suivante : pv n r n =— , On repera bien sur les differentes orbites, ainsi quels valeurs 

271 

correspondantes des diverses grandeurs physiques par l’entier n qui represente le 
nombre quantique. 
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Un photon est emis 
avec une energie E = hf 
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Figure : L'atome de Niels Bohr 


Un calcul tres simple donne alors les expressions de E n , r n et v n 


E n - 2 Ej, r n n _ a 0 et v n 2 „2^o 


1 e“ 1 


avec : 


M£ r 

Ej=^t est 1 ’ energie d’ionisation 


a 0 =— est le rayon de Bohr 

jie z 

L’ energie d’ionisation E, et de rayon de Bohr a 0 jouent un role important, ces 
quantites donnent un ordre de grandeur des energies et de V extension spatiale des 
fonctions d’ondes associes aux etats lies de l’atome d’hydrogene. On refaire l’ecriture 
de ces deux grandeurs : 
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1 7 7 1 

Ej=-a (ic et a 0 =-I c ou a est la constante de structure fine, qui est une constante de 

structure fine, qui est une constante sans dimension jouant un role tres important en 
physique en general, 

a=- =^L~ — e tL.=-=3.861591*l(T 3 A 


he 47i£ ohc 137 


|1C 


Comme p est peut different de m e , masse au repos de felectron, est pratiquement 
egal a la longueur d’onde de Compton de felectron. 

IV-2- Insuffisance du modele de Bohr : 

Au cours du developpement de la mecanique quantique cette theorie a eu un 
succes considerable, Bohr la considerait comme « la voie royale vers la 
quantification », et a partir de 1915, on a essaye de fappliquer a differents problemes. 
Ella souffre neanmoins de serieux inconvenients: 

❖ D’un point de vue pratique, elle se base sur les variables action-angle. 
Elle suppose done qu’on peut resoudre f equation de Hamilton-Jacobi. 
Mais e’est en general impossible. Du coup, il a fallu developper des 
strategies d’ approximation pour les problemes non-separables, qui sont 
en general plus compliquees que le formalisme moderne. 

❖ Cette theorie est limitee aux orbites periodiques et ne fait aucune 
prediction sur la diffusion des electrons, qui pourtant, comme nous 
le verrons, revele des effets quantiques tout aussi importants. 

❖ Mais le probleme le plus fondamental est que cette theorie ne donne 
qu’une recette sans remettre en cause la formulation de la 
mecanique ou de felectrodynamique classique. Une particule 
chargee emet, en electrodynamique classique, des ondes 
electromagnetiques. Elle doit done perdre de f energie, et felectron 
devrait finalement s’effondrer sur le noyau. Si cela ne se produit 
pas, il doit y avoir une raison plus profonde sur laquelle la theorie 
des quanta ne nous dit rien. 
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❖ Finalement, si elle conduit au resultat rigoureusement exact pour le 
potentiel coulombien, on sait desormais qu’elle n’est pas exacte en 
general. Elle est valable dans la limite h— >• 0 (elle donne le resultat 
dominant pour h petit). 

Exemple : probleme de l’oscillateur Harmonique, Ehamiltonien caracteristique est 

p2 1 

H=— +-mm 2 X 2 d’ou E n =h©n ; or d’apres la theorie des quanta le resultat exact est 
E n =h(D (n+1/2). 

Pour aller au-dela, il faut que la quantification des energies possibles soit une 
consequence logique de la theorie. 11 faut done modifier les hypotheses de depart. Une 
possibility qui pourrait sembler naturelle serait de modifier fhamiltonien d’un systeme 
comme l’atome d’hydrogene pour que seules certaines trajectoires soient possibles, 
mais une telle approche reviendrait a remettre en cause la forme des lois de la 
physique des phenomenes a Techelle macroscopique, ce qui n’est pas du tout 
satisfaisant. En 1925, un jeune physicien, Werner Heisenberg (alors age de 24 ans), 
propose que ce n’est pas la forme de fhamiltonien qu’il faut modifier, mais que e’est 
plutot la notion meme de trajectoire qu’il faut abandonner. Apres tout, personne n’a pu 
observer le mouvement d’un electron autour d’un noyau. Tout ce qu’on a pu observer, 
ce sont les niveaux d’energie possibles de l’electron autour du noyau. Alors que 
Heisenberg a enonce son principe : il est impossible de definir a un instant donne a la 
fois la position de la particule et son impulsion avec une precision arbitraire, il a 
traduit ce principe par une relation, Relation d’lncertitude de Heisenberg (RIH) : 

AX.AP> - 

2 

Le cheminement intellectuel qui a amene Heisenberg a cette hypothese est assez 
complique, mais lorsqu’on applique a l’atome d’Hydrogene, il permet de comprendre 
l’existence d’un etat fondamental stable, et pas une orbite circulaire de rayon quantifie 
comme prevoit Bohr. 
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I- INTRODUCTION 

Dans ce chapitre de notre memoire, nous montrons comment la mecanique quantique, 
et en particulier l’equation de Schrodinger, permet de decrire l’atome d’hydrogene et 
de resoudre les contradictions du modele de Bohr introduit dans le chapitre precedent. 

On a m p =1.7*10 _27 kg et m e =0.91*10 _3 °kg, comme m p » m e , la masse reduite p du 
systeme est tres voisin de m e tel que : 


P= 


m p m e 

m e +m p 


m e\ 

m e(l ' — ) 


m c 


m r 


L’atome d’hydrogene sera ecrit en faisant 1’ approximation que le noyau, dont la masse 
est 1836 fois celle de l’electron, constitue le centre de gravite du systeme ou il est 
immobile, ce qui revient a negliger son energie cinetique. L’energie cinetique de 

h 2 

l’atome se reduit done a celle de l’electron ; il lui associe l’operateur- —A. 

L’interaction entre les deux particules de l’atome d’hydrogene est essentiellement 
d’origine electrostatique, l’energie potentielle correspondante etant : 

V(r) =— -=— — ou r^r-L — r 2 | 

v y 4 jis 0 r r 11 z 

Done on est en presence d’un probleme a deux corps en interaction relative d’ou il 
peut etre ramene a un probleme a un seul corps de masse p qui se deplace dans un 
potentiel relatif V (r) equivalent a un champ de force central ayant sa source au centre 
de masse du systeme. 

II- SEPARATION DES VARIABLES - INVARIANCE PAR 
ROTATION : 

En mecanique quantique, on cherche a resoudre l’equation aux valeurs propres de 
l’hamiltonien H, observable associe a l’energie totale. Cette equation s’ecrit en 
representation (|r)} : 


[ — + V(r)] <p(r) =E(p(r) 


(i) 
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C’est-a-dire on cherche les fonctions propres (p( r) comme fonctions des variables 
r,9 et cp en symetrie spherique. 

Dans plusieurs problemes importants en pratique, la force est centrale de sorte que le 
potentiel n’est fonction que de la distance r a l’origine et non de l’orientation. II est 
done naturel, dans ce cas, de travailler en coordonnees spheriques, tel que : 



Dans ces coordonnees, le laplacien prend la forme : 

A=V 2 =^( r2 ^) + ^^(sin0^)+ (2) 

Comme l’operateur moment cinetique L n’agit que sur les variables angulaires 9 et cp ; 
il commute par consequent avec tout operateur n’agissant que sur la dependance en r, 
alors que L 2 prend la forme suivant : 


j2 i=,2/^d 2 ld 1 /d 2 \\ 

l 30 2 tg0 30 sin 2 0 \3(p 2 / J 


(3) 


D’ou H prend la forme : 


h 2 i a 2 i 

— ~~ 7 r "I 

2 | x r 3r 2 2|ir 2 


H= - - ; frr + — ^L 2 — — 


(4) 


D’ou l’equation de Schrodinger devient : 

(- - 1 ft r + jL l L 2 -~)(p(r) = E<p(r) 

V 2u r 3r 2 2ur 2 r / ” ^ v J 


(5) 
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En effet, nous pouvons utiliser seulement L 2 et L z pour resoudre l’equation aux valeurs 
propres car les quatre constantes du mouvement (L x ,L y ,L z et L 2 ) ne commutent pas 

entre dies, au contraire on a [H,L] = 0, par consequent les trois observables H, L 2 et L z 
commutent en formant une base de l’espace des etats de l’atome d’hydrogene, en 
particulier les fonctions propres communes a ces trois observables, et on cherche alors 
a resoudre le systeme d’ equations differentielles : 


f H<p(r) = E cp( r) 
L 2 <p(r) = 1(1 + l)h 2 <p(r) 
L z <p(r) = mhcp( r) 


Les solutions (p(r ) de ce systeme d’equations, correspondant a des valeurs de 1 et m 
ftxees, sont forcement des produits d’une fonction de r seul par rharmonique 
spherique Y l m (d, 0) : 


y n (r,d,(p) = R Kl (r)Y l m (d l (P) 


(6) 


La forme de H assure cette decomposition, comme on a voyait c’est une combinaison 
lineaire de deux operateurs, l’un radial et l’autre angulaire, ou les coefficients 
multiplicatifs dependent au plus des variables autres que cedes concernees par 
l’operateur. 

R n i (r) depend de n, indice de la valeur propre, et de / car, comme on peut le voir ci- 
dessus, a chaque valeur de 1 correspond une equation particuliere de R(r). 

On rappelle que L/ m (0, 0) a ete construit de telle sorte que les parties radiales et 


angulaires soient normalisees separement. 


Probleme pose : determiner R k i(r) pour que cp n (r,0, (p ) soit aussi fonction propre de 
H et verifie : H<p(r) = E <p(r) 

III- RESOLUTION DE L’EQUATION RADIALE : 

Reportons les equations (5) et (6) dans l’equation H<p(r) = E <p(j ). Comme (p{ r) 
est une fonction propre de L 2 avec la valeur propre 1(1 + l)h 2 , on voit que 
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Y™{6, (f)) se met en facteur dans chacun des deux membres ; apres simplification on 
obtient 1’ equation radiale : 


h 2 1 d 2 , za+l)h 2 
r 

2\l r dr 2 2[ir 2 


] R/c,z( r ) — 


(7) 


En general, une solution de l’equation radiale (7), reportee dans (6), ne donne pas 
necessairement une solution de l’equation aux valeurs propres (l) de rhamiltonien, a 
cause de l’expression du laplacien (2) qui n’est pas forcement valable en r=0, done 
R(r) doit etre suffisamment regulier. 

L’equation a resoudre depend de l, et fait intervenir la seule variable r, alors on 
cherche les valeurs et fonctions propres d’un operateur H, different pour chaque valeur 
de l. Nous noterons E k i les valeurs propres de rhamiltonien H a l’interieur d’un sous- 
espace s(l,m ) determine, l’indice k qui peut etre discret ou continu, permet de reperer 
les differentes valeurs propres associees a la meme valeur l. 

On peut simplifier l’operateur differentiel a etudier en changeant de fonction. Posons 
en effet : 


R/a(r) =-u fcii (r) 


D’ou (p(r) =- u w (r) 


( 8 ) 


(9) 


u fc l (r) est donne par l’equation radiale suivante : 


r h 2 i d 2 i(i+ i)h 2 e 2 l , . „ , . 

[- - 7 J u w (r) = E « u « (r) 


(10) 


Cette equation est analogue a un probleme a une dimension ou la particule sounds a un 
potentiel effectif V eff (r) tel que : 


V eff (r) = 


i(i+ i)h 2 
2(ir 2 


(11) 


On est oblige d’adjoindre a l’equation (10) les conditions : 
Le comportement a l’origine : u k l (r — 0) = 0 


( 12 ) 


FSDM-FES 


21 | P a g e 






PFE 


2013/2014 


Cette condition assure la continuity de la fonction d’onde en r=0, a cause que le 
potentiel effectif est infini pour toutes les valeurs negatives de la variable. 

La normalisation: les fonctions tp (r, 0, (p)doivent en principe etre de carre 
sommable : 

r 2 dr R* kl (r)R kil (r) = J" dr u* k , ,(r) u k>l (r ) = 8 (k' - k) (13) 

Pour simplifier les raisonnements, nous allons prendre a 0 et Ej comme unites de 
longueur et d’energie respectivement, c’est-a-dire introduire les quantites sans 
dimension : 


p — r /a 0 ; a o- Le rayon de Bohr 




— k,l /-g ; Ep L’energie d’ionisation 


Apres la simplification on trouve l’equation radiale qui nous cherche a resoudre 


fd 2 1(1+1) 2 2 \ r \ n 

W~~^ + ~ P ~ X ^ j u Li(p) - 0 


(14) 


4 - Comportement asymptotique : 

Pour p -> oo : on aura - A k /} u k i (p) = 0 

11 2 
Les termes en - et — deviennent negligeables devant A ki d’ou u kz (p) peut prendre 

soit e~ Xk ’ lP ,ce resultat est divergent, c’est-a-dire u kz (p) doit etre bornee a l’infini, 

soit e Xk ' ,p .D’ailleurs ce raisonnement ,n’est pas parfaitement rigoureux car nous 

1 1 

avons totalement negliger les termes en - et — . 

p p 

On fait a nouveau un changement de variable en posant : 


u k ,i(p) = e Xk ’ lP y kjL (p) 


(15) 
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L’ equation differentielle qui doit verifier y k ; (p) se reduit a : 


avec y k ,i(0) =0 


On cherche des solutions sous forme de serie entiere : 


y k ,;(p) = P s Sq= 0 a q P q Avec s> 0 et a 0 *0 (17) 

On cherche alors, a calculer ^y k ; (p) et ^jy k ,;(p) a partir de cette serie entiere. 


^Yk,z(p) = £q= 0 a q (q + s)p q+ 


s-l 


d 2 


— Yk,i(p) = E q= 0 aq(q + s)(q + s-l)p 


q+s-2 


(18) 


Vdp 


En reportant dans l’equation (16), on obtient : 


^ a q (q + s)(q + s - l)p q+s 2 - 2A kl ^ a q (q + s)p q+s 1 + 2 ^ a q p q+s 1 


q=0 


q=0 


q=0 


- /(/ + l)^a q p q+s - 2 = 0 


q=0 


Pour q=0 : 

s(s - l)a 0 p s “ 2 - 2X Kl s a 0 p s_1 + 2p s_1 a 0 - 1(1 + l)p s “ 2 a 0 = 0 
[s(s - 1) - /(/ + 1)] a 0 p s_2 + 2(l - A kl ) a 0 p s_1 = 0 (19) 

Si le coefficient du terme de plus has degre est nul, on obtient 
[s(s - 1) - 1(1 + 1)] a 0 = 0 (20) 


Or a 0 ^ 0 , done s peut prendre fun de ses deux valeurs 


s — (/ + 1) 

s — —l 


-> verifie la condition y k l (0) = 0 
rejete physiquement 
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D’une maniere generate, on obtient par la methode de recurrence la relation suivante 


q(q + 21 + 1 )a q = 2[(q + QX Kl - l]a 


q-l 


( 21 ) 


a q 2[(q + /)A k i - l] 2X ki 

- q oo 


a q _i q(q + 2/ + l ) 


q 


Si on fixe a 0 par la condition de normalisation, on peut alors determiner toute la serie 
entiere par la relation de recurrence. 

4 - Quantification de A kl : 


On a : 


q — > oo 7 ^L 5 or i e developpement en serie entiere de la fonction 

a q-l Q 

e 2pXk ’i s’ecrit e 2pXk ' ; = £^=ob q P q avec b q = 2Xk ’ 1 ce qui donne p our 


q! 


bq-l 


les grandes valeurs de p, u kz (p) correspondante est en e +pXki , ce qui n’est pas 
acceptable physiquement par consequent, il faut rejeter tous les cas ou le 
developpement de y k (p) est une serie infinie, done les valeurs possibles de X k i sont 
celles pour lesquelles y k z (p) ne comporte qu’un nombre fini de termes, il suffit que : 


3q = k G 


N* 


[(q + i)A k t i — l] 


= o 


D’apres (20), en prenons en consideration que a 0 ne s’ annule jamais, on a alors 


X kl = — 

k '‘ k +1 


( 22 ) 


4 - Quantification de l ’energie : 


l Et 

On a demontre que X k i — — , d’ou E k l = — 

K”r L 


(k+0 2 


(23) 


Pour l fixe on a une infinite de valeurs possibles pour P energie, correspondant a k=0, 
l,2...c’est une degenerescence essentielle lie au fait que f equation radiale depend que 
du / et non pas du m. 
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E kl ne depend pas du k et 1 separement, mais seulement de leur somme, n=k+/. En 
termes de notations on a : E k l = E n 

n : nombre quantique principale, decrit les couches (K, L, M...) 

/ : decrit les sous-couches (s, p, d, f) 

si l’on se fixe une valeur de n, plusieurs valeurs de 1 sont possibles : 1=0, 1, 2, ; a 

chacune de ses valeurs de 1 correspondent (21+1) valeurs possibles pour m : m=-l, - 
l+l , l-l , 1. Par suite, la degenerescence du niveau E n est : 


n-l 


!„ = £(2 1 + 1) = 2 


n(n - 1) 


= n 2 


1 = 0 


Recapitulons les energies possibles dans le tableau ci dessous: 



En prendra on consideration le changement de notation n=k+/, les fonctions radiales 
donnee aux chapitre precedent deviennent : 
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R k=l,Z=0 = Rn=l,Z=0 5 Rk=2,Z=0 = ^n=2,Z=0 5 
Rk=l,Z=l = ^n=2,Z = l 

D’une maniere general les fonctions radiales sont donne par : 

R n (p) = C p* e % L 1 2 / + Y(p) 

On donne les expressions des fonctions d’ondes des niveaux d’energie de plus bas 
degre : 


Niveau Is 


Niveau 2s 


Niveau 2p 


FSDM-FES 


tPn=l,I=0,m=0 — 


/rraf 


e r /a 0 


( Pn=l,Z=0,m=0 ~ 


1 fl — ) e _r / 2a o 

V 2a n / 


V 8nao 


1 r 


( Pn=2,Z=l,m=l ~ 


8/rra 2 a o 


e / 2a osin0 e 1<p 


1 r - r/ 

<Pn= 2 ,I = l,m =0 = — e /2a ° COS0 


As]2nd? Q a o 


( Pn=2,Z = l,m=-l — 


1 r 
8/na 2 a o 


e / 2a osin0 e 1<p 
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I- INTRODUCTION 

Nous nous proposons dans ce chapitre d’introduire les effets relativistes lies a 
l’atome d’ Hydrogene, ces effets a cause des effets magnetiques lies au spin de 
l’electron, et le spin du proton et les interactions magnetiques correspondantes ; 
d’ailleurs la theorie de l’atome d’hydrogene que nous avons developpee 
precedemment ne tient compte que de l’interaction electrostatique entre le proton et 
l’electron. II existe cependant des methodes d’ approximation qui permettent, dans 
certains cas, d’obtenir analytiquement des solutions approchees de l’equation aux 
valeurs pro pres fondamentale. 

Nous allons etudier alors l’une de ces methodes, que l’on designe sous le nom de 
« theorie des perturbations stationnaires » qui est tres largement utilisee en physique 
quantique, car elle correspond tres bien a la demarche habituelle des physiciens, cette 
theorie nous permet d’expliquer l’apparition de ce qu’on appelle «structure fine » 
ainsi qu’une « structure hyperfine ». Mentionnons enfin les effets magnetiques de 
l’atome d’hydrogene plonge dans un champ magnetique statique et uniforme, tels que 
l’effet Zeeman et l’effet Stark. 

II- THEORIE DES PERTURBATIONS 
II- 1- Presentation de la methode : 

La theorie des perturbations est applicable lorsque l’hamiltonien H du systeme etudie 
peut etre mis sous la forme : 


H= H 0 + W 


( 1 ) 


Ou les etats propres et valeurs propres de H 0 sont connus, et ou W est petit devant H 0 . 

L’operateur H 0 , independant du temps, est appele « hamiltonien non-perturbe », W est 
la « perturbation ». Si W ne depond pas du temps, on dit que Ton affaire a une 
« perturbation stationnaire ». Le probleme est de trouver les modifications apportees 
aux niveaux d’energie du systeme et a ses etats stationnaires par l’adjonction de la 
perturbation W. alors la theorie des perturbations consiste a developper les valeurs 
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propres et les etats propres de H en puissance d’un parametre reel A, sans dimension ; 
En fait : 


W = XW' 


avec X« 1 


( 2 ) 


W’ etant un operateur dont les elements de matrice sont comparable a ceux de H 0 . 
D’ou l’hamiltonien du systeme qui caracterise l’intensite de la perturbation, donne en 
fonction de k : 


H (X)=H 0 + kW' 


(3) 


Les valeurs propres E(X) de H(l) [observable] dependent en general de k, pour une 
valeur donnee de k, on associe un vecteur propre de l’observable H(A), ces vecteurs 
forment une base de l’espace des etats. 

D’ailleurs, le spin apparait de fagon naturelle lorsqu’on essaie d’etablir pour l’electron 
une equation satisfaisant a la fois aux postulats de la relativite restreinte et a ceux de la 
mecanique quantique. Une telle equation existe : c’est l’equation de Dirac, qui a 
permis de rendre compte de nombreux phenomenes (structure fine de l’hydrogene, 
spin de l’electron, etc. . . .) 

Pour notre atome (d’ hydrogene), la fa?on la plus rigoureuse d’obtenir l’expression de 
l’ensemble des corrections relativistes consiste a ecrire l’equation de Dirac pour un 
electron plonge dans le potentiel V(R) cree par le proton que l’on considere infiniment 
lourd et immobile a l’origine des coordonnees, puis a chercher la forme limite que 
prend cette equation lorsque le systeme est faiblement relativistes ; on obtient alors 
pour l’hamiltonien H une expression telle que : [formule (l)], ou W apparait sous forme 
d’un developpement en - , entierement calculable, avec : 


H = m P c 2 + — + V(R) - S + AV(R) + 


2 nip 


8m|c 2 2m|c 2 R dR 


8m|c 2 ' 


(4) 


Avec : 


m e c 2 : L’energie au repos de l’electron 
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H 0 — 1- V(R) L’hamiltonien non-perturbe dite aussi non-relativiste. 

2m e 

Et les derniers termes qui s’ajoutent sont appeles, termes de structure fine. 

II-2- Resolution approche de l’equation aux valeurs propres : 

Nous cherchons les etats propres |\|/(A)) et les valeurs propres E(A) de 
l’operateur hermetique H(l) : 


H(A)|i|/(T)>=E(A)|x|/(A)> 


(5) 


Pour cela on developpe les valeurs propres et les etats propres de H(A) en puissances 
de A. 

Soit les developpements : 


E(A) — Sq + As-^ + ••• + A^Sq + ••• 
|\|/(A,)) = |0) + A|l) + — I- A q |q) + 


(6) 


Les valeurs propres et les etats propres de H 0 , |e°, |(Pp)] sont supposes connus. Les 
etats propres de H 0 verifient les relations d’ortho-normalite habituelles : 


(<|<) = Sp,p% > ZpEi |cPp) <cpj: 


= 1 


Portons les developpements E(A) et|\|/(A)), ainsi que la definition de H(A) donnee en 
(3), dans Eequation (5) : 

(H 0 + W')[Z?=o^lq>] = [Z" = „^'6 q .][ZJ = „^lq>] 

En egalant les puissances successives de A, on obtient ainsi : 

*ordre 0-> H 0 1 0)=e 0 1 0) 

*ordre l-» (H 0 - e 0 )|1) + (W' - eJIO) = 0 
*ordre 2^ ( H 0 - e 0 )|2) + (W' - eJU) - e 2 |0) = 0 
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*ordre q-» (H 0 - E 0 )\q) + (W' - E^lq - 1) - £ 2 |q - 2) ... . -£ q |0) = 0 

On impose a |i|/(A)) d’etre norme et on choisit sa phase de faqon que (0 |i|j(A)) soit 
reel : 


ordre 0-» (0|0) = 1 


ordre l-> <i|/(A)|iKA)> = [<0| + A<1|][|0) + A|l>] + 0(A 2 ) 


— <0 1 0) + A[(1|0) + <0 1 1)] + 0(A 2 ) 


done: <0|1) = (1|0) = 1 


De meme : <0|2) = <2|0) = y <1|1> 


ordre q-> 

<0|q> = <q|0> = 

y [<q - 111) + <q - 2|2> + - <2|q - 2> + 

Si on se limite a 1’ ordre 2, les equations de perturbations sont done : 


<Hq-l>] 


Ho|0> = £ 0 |0> 

(H 0 -e 0 )|1) + (W'-e 1 )|0) = 0 (*) et 

(H 0 - e 0 )|2> + (W' - £l )|l) - e 2 |0) = 0 (**) 


<0|0) = 1 
<0 1 1 ) = < 1 1 0 ) = 0 
<0 1 2 ) = (2 1 0) = 2 (1 1 1 ) 


II-3- Perturbation d’un niveau non degenere : 

Soit E° une valeur propre non degenere de H 0 et |(p ) le vecteur propre correspondant. 
On a done, avec ce qui precede, la correspondance : e 0 = E„ et |0) = |(p ) . 

4- Correction au premier ordre de l ’energie : 

En multipliant (*) par le bra ((p n | , on obtient : 

('PnltHo - e 0 )|l> + <<P„|(W' - e 0 )|<p n > 

—*■ e i = <<P n |(W)|0> = <<p n |W'|cp n > 
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D’ou:E n a) = E;+<<p n |w|(p n > 

Done la correction au premier ordre a une energie non degeneree est egale a la valeur 
moyenne du terme de perturbation W dans l’etat non perturbe |(p ). 

4 - Correction du premier ordre sur l ’etat : 

(<Pp|(H 0 - £ 0 )|l) + (<Pp| (W' - Eiltpn) = 0 (p * n) 


(EJ-ES) < 1 + < W' (p n =0 


<P 


D cO_ c o (^r 


\ T p 

D n D p ' r 


w' 


%) (P^ n ); M 1 ) = 0 


On connait |1) par son developpement sur la base des m 


|l)=Z P Zi 9p)<9p 1) soit: |l} = £ p * n Ei 


E n- E p 


9p) 


D’ou : |\p n (T)> = |(p n ) + £ p * n Ei 


<*Pp | W 1 ( Pn) 


E n- E p 


<Pp> 


La correction du premier ordre au vecteur d’etat est une superposition lineaire de tous 
les etats non-perturbes autres que |(p ) : on dit que la perturbation entraine une 
« contamination » de l’etat |<p n )par les autres etats propres de H 0 . La contribution 
d’un etat tp^) donne, est nulle si W n’ a pas d’ element de matrice entre |cp n ) et q)p) ; 
de f'acon generale, la contamination par epp est d’autant plus importante que le 

couplage induit par W entre |(p n ) et (p^) est plus fort et que le niveau E p est plus 
proche du niveau E n etudie. 

4 - Correction au deuxieme ordre de l ’energie : 

En multipliant (**) par le bras (cp n | on obtient : 

<cp n |(H 0 - e 0 )|2) + (q>nl(W' - £ 1 )|1)-E 2 <(p n |(p n ) = 0 
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i v v kkM 
e 2 = <,n|Wll)^Z ' P E 


p^n 1 


J n 


D'ou : E„(X) = E>< ( p n |w|<p il ) + Z p « n Z l 


KHvI' 

P° _p° 

E n E p 


Done au second ordre, le niveau | cp p ‘) repousse le niveau |tp n ) d’autant plus qu’il est 
proche de lui et que le couplage kl w k>| est plus intense. 

II-4- Perturbation d’un niveau degenere : 

A degeneree g n fois correspond le sous-espace propre de H 0 . |0) G 
s; <<P n i |W'|0) = e 1 <<p n i |0> 

En injectant la relation de fermeture £i' epp (q/ = 1 entre W’ et 1 0) : 




p i' 


Sfi 1 <<P n i |W'|cp n *><q> n ‘|0> = e^^‘10) 


W ,(n) |0) = SilO) 


Pour calculer les valeurs propres a l’ordre 1 et les etats propres a l’ordre 0 de H, qui 
correspondent a un niveau non perturbe degenere, on diagonalise la matrice 
qui represente la perturbation W a l’interieur du sous-espace propre £„ associe a E^ . 

Ill- STRUCTURE FINE DE L’ATOME D’HYDROGENE (n=2) 

III-l- Hamiltonien de structure fine : 

4- Correction de l ’energie cinetique : 

E 2 = p 2 c 2 + m 2 c 4 -> E= me 2 fl + 4~S' 2 » me 2 {l + 

^ V m 2 c 2 / t 2 m 2 c 2 8 m 3 c 2 J 


„ 2 , P 1 P 

E = mc z -I — 

2m 8 m 3 c 2 
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W r — 


1 p 4 


8 m 3 c 1 2 


W, 


Ordre de grandeur : — 


r 8m 3 c 2 P 


Hn 


4m z c 


= Kh) : 


a" 


2m 


4 - Couplage Spin-orbite : 


L’ electron se deplace a la vitesse v = — dans le champ electrostatique E cree par le 


m 


proton. La relativite restreinte indique qu’il apparait dans le referentiel propre de 
V electron un champ magnetique B' : 

1 ^ 

B' = vAE 
c z 

L’ interaction entre le moment magnetique de V electron M s et le champ magnetique 
B 7 : 


W so = — M s . B' 


. 07 ? S qh 

Avec : M s = S = -gu c - ; g=2 ; u c = — 

s m P h 2m 


1 dVr 


E=-gradV(r) = ; avec V(r) = 

q dr r r 


B' = — 


1 1 dV p _> 111 dV -> 

— -- — Ar = — L ; avec L = r Ap 

qc z r dr m q mc z r dr 


W c „ = = 


s o m 2 c 2 r dr 


2 m z c 2 r 3 


L.S 


Ordre de grandeur : 


On a : L~h ; S~h ; r~a 0 = 


h 2 


e 2 h 2 

D’ou : " so ~ ' m ^ c 


■ / 

Wc„ ~ “ / m 2 r 3 r 2 


Hn 


/ r m 2 r 2 c 2 c 2 h 2 


Ws.o 2 _ /J_V 

H 0 V1377 
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4 - Terme de Darwin : 

L’ electron n’est pas ponctuel, il explore une region de l’espace, une sphere de rayon 
la longueur d’onde de Compton (A, c = , et possedent une densite de charge 

electronique r\ : 


W=J q(r')F (r') dr = / q(R)dT 


47T£ 0 R+r? 


Les charges reparties uniformement : 




Ordre de grandeur : 


w »=I(=) 2av m 


D’ou : W D « me 


e 2 /1\ 

V(r) = * V = — e 2 A ^-J = e 2 4Ti5(r) 


2 e 2 4 

— me a 


h 4 c 4 


or H 0 « — =mc 2 a 2 , alors : — « a 2 = f— ) 

u 2m ’ H 0 V137/ 

III-2- Corrections sur Penergie : 

Jusqu’a ici, Penergie de l’atome d’Hydrogene ne depend que du nombre quantique 
n : les etats 2s(n=2, 1=0) et 2p(n=2, /=1) ont done me me energie, egale a : 




8 


2 2 

|ic z a 


2s 


l — 0; m = 0 


2p -> l = 1; m = 1,0, —1 


g=4 fois degenere + Spin de P electron 
On sait que : H=H 0 + W f 


8 fois degenere 


W f = W rel+ W, 0 + W D ne correcte pas les sous couches 2s et 2p. 
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4 - Corrections relativistes 


AE^ =--(nl 


m 3 c 2 


nl) or = (— ) 2 (H 0 - V) J 

/ 4m 3 c 2 \2m/ me 2 me 2 u 


=^t(h 0 2 + v 2 -vh 0 -h 0 v) 


ni 


<w rel >„, = - — x(E 2 + <V 2 ) nl - 2E„<V> nI ) 


2mc 2 


On trouve : 


AE r nl 


2„4 


8 




2„4 


(W r )is -:in,c‘a 

<w r ) 2s 
<w r ) 2p 


13 

merer 

128 

7 2 4 

me a 

384 


4 - Corrections de Darwin : 




"<W D ) 1S = m e c 2 a 4 
<W D ) 1S = mc 2 a 4 
<W D ) 1S = 0 


= 0 si /=£ 0 


4 - Correction Spin-orbite : 


AE d = <W s . 0 > nl = (ni| e (r)L.S|ni) ; e (r) = 


*(/ = 0, nq = 0|W SO |/ = 0,m l — 0) fait intervenir des elements de matrices 
angulaires de la forme (l — 0, irq = 0|L xyz |/ = 0, = 0) qui sont nuls. 

*(l = l,s = l/2,nq,m s | G (r)L. S | Z = l,s = l/2,nq,m s ) =G 2p (L. S) i=1 


G2p 2m 2 c 2 


CO 

J ^l R 2l( r )l 


2 r 2 dr = — -mc 2 a 4 
48h 2 


Les variables radiales ont disparu, et nous sommes ramenes a la diagonalisation de 
— > — > 

l’operateur L. S, soit dans la base decouple, soit dans la base couple. 
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4 - Positions des niveaux : 

• Niveau 2s t / 2 : 

AE=(— — + — ) a 4 mc 2 = — -a 4 mc : 

V 128 16/ 128 

• Niveau 2p 1 / 2 : 

AE =f — - + -)a 4 mc 2 = — -a 4 mc : 

V 384 48/ 128 

• Niveau 2p 3 / 2 : 

AE =f — — + — ) a 4 mc 2 = — — a 4 mc 2 

V 384 96/ 128 

• Niveau \s t / 2 : 

AE=f — - + -) a 4 mc 2 = — - a 4 mc 2 

V 8 2/ 8 



-5 
= 3 
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IV- STRUCTURE HYPERFINE DE L’ATOME D’HYDROGENE 
(Niveau n=l) 


IV-1- Rappel : 


Fb 


qh 


L' electron: S = Y 2 ; M s = — 2 — S; p B = 2 — magneton de Bohr 

1 , — q B - qh p B /' ' 

Le proton: I = V? > Mi = g D — I; u n = ~ (■ 

n / 2 > 1 5p h - 2m 2000 V 


-2000 


Le proton est egalement une particule de spin^, g est le facteur de Lande, vaut 2 
pour Pelectron, et g p * 5.585 pour le proton. 

p n « p B : le magnetisme nucleaire est negligeable ; quand on etudie le magnetisme de 
la matiere, c’est done le magnetisme electronique. 

Pour le niveau Is, il n’ya pas de degenerescence orbitale (/=0). Par contre, les 
composantes S z et I z de S et I peuvent toujours prendre deux valeurs : m s = + Y 2 et 

mj = + ^-/ 2 ■ La degenerescence du niveau Is est done egale a 4, et une base possible 
dans cette multiplicite est formee par les vecteurs : 


;|n=l;l = 0;m i = 0;m s = ± 1 / 2 ;mi = ± 1 / 2 )\ 


IV-2- Interets : 

❖ Maser a Phydrogene ; mesure clivage hyperfin connue avec 12 chiffres 
significatifs 

❖ Raie 21 cm de Phydrogene en astrophysique 

❖ Mesure des spins et moments magnetiques nucleaires 

❖ Etalon de temps, horloge atomique (effet interne, peu influence par Pexterieur) 
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IV-3- Hamiltonien de structure hyperfine W h f : 

L’ electron se deplace done, non seulement dans le champ electrostatique du proton, 
mais egalement dans le champ magnetique cree par le moment magnetique 
nucleaireM[. Lorsqu’on introduit le potentiel vecteur correspondant dans l’equation de 
Schrodinger (comme les interactions hyperfines sont des termes correctifs tres faibles, 
on peut se contenter de les deduire de l’equation non-relativiste de Schrodinger), on 
trouve qu’il faut ajouter a l’hamiltonien de structure fine obtenu par l’equation de 
Dirac dans le domaine faiblement relativiste, une serie de termes supplementaires dont 
l’expression est : 

W„, = + |r[ 3 (M s .H)(M,.n) - M S M,] + y M s M,6(R)j 


Ou : M s est le moment magnetique de spin de l’electron, n le vecteur unitaire de la 
droite qui joint le proton a l’electron. 


Portons les expressions de M s et Mj dans l’expression de W, 


hf 


Ho o (LI . 3 ( I . r) ( S.r) S.I 

w V = 1 + T s - 1 6(r) J 

/ 1 


(a) (b) 


(c) 


(a) : Interaction du moment magnetique nucleaire Mj avec le champ magnetique cree 
au niveau du proton par 1’ electron. 
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Modele 
1 


O 


E, 


Figure : L' interaction entre deux moments magnetiques 

(b) : Interaction dipole-dipole entre les moments magnetiques electronique et 
nucleaire: Interaction entre M s et le champ magnetique cree par M, (ou vice versa). 

(c) : Terme de contact, se trouve rigoureusement si on utilise l’equation de Dirac. II 
provient de la singularity en r=0 du champ cree par le moment Mj. En realite le proton 
comme l’electron n’est pas ponctuel ; on montre que le champ a l’interieur du proton 
n’a pas la meme forme que le champ cree a l’exterieur par M,. Le terme de contact 
decrit l’interaction de M s avec le champ magnetique existant a l’interieur du proton. 

IV-4- Structure hyperfine du niveau n=l : 

W r f ne leve pas la degenerescence du niveau fondamental Is, il n’a pas de structure 
fine (lsi/ 2 -» AE = — ^a 4 mc 2 : deplacement en bloc ) . 

1 1 

|n = 1, / = 0, m ; = 0,m s = ±-,m l = ±~) 


(a) 

(b) 


(c) 


: conduit a des elements de matrice « angulaires » 

(l — 0, m z = 0 1 L | Z = 0, m l — 0) qui sont nuls (car l — 0). 

: les elements de matrice sont nuls par suite de la symetrie spherique de 

l’etat Is (\|/ ls = ^=^e _r / a o) 


: terme de contact : 


(t|r 10 o|S.T6(f)|ilj 100 ) = |tl/ 100 (0)| 2 (m s m I |S.I |m s m!) 

=zi 3 < m s m j |S. I |m s mj) 
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TT . 1 Lin n 4 m A 9 

H CO nt = AS. I avec A= ■■ ~ — 


Ttag 4Tth 2 


2gFnFB «^g-« 4 mc^ 


Nous sommes done ramenes a un probleme de deux spins I et S couples par une 

— > — > 

interaction de la forme AS. I . En pose : 

— > — > — > 

F = S + I est le moment cinetique totale ; 


I. S = ^ (F 2 — S 2 — I 2 ) 


AS.I|F,m) = -h 2 


F=0 


F(F + 1) _3_3j 


|F,m) 


Ah 2 ; m F = 0 


F=1 


-h 2 ; m F = 1,0, -1 



Figure : Structure hyperfine du niveau n=l de 1'atome d'hvdrogene 


-m e c 2 a 4 


; J ne 


Sous l’effet deW/, le niveau n=l subit un deplacement global egal a 
peut prendre qu’une seule valeur, J=V2 • Lorsqu’on tient compte du couplage 

hyperfinWftf, le niveau lSiy se scinde en deux niveaux hyperfins F=1 et F=0. Fa 
transition hyperfine : 
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F=1 


F=0 



Figure : Structure hyperfine du niveau n=2 de 1'atome d'hvdrogene 

L’ecart £ entre les deux niveaux 2S 1 / 2 et2p 1 / 2 est le deplacement de Lamb, environ 
dix fois plus petit que l’intervalle de structure fine (l’intervalle qui separe les deux 
niveaux 2p 3 / 2 et 2p 1 / 2 ). Lorsqu’on tient compte du couplage hyperfinW^, chaque 
niveau se scinde en deux sous-niveaux hyperfins (la valeur correspondante du nombre 
quantique F, est indiquee sur la partie droite de la figure). 
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IV- 5- Conclusion : 

❖ La structure hyperfme du niveau fondamental de l’atome d’hydrogene est la 
grandeur physique qui est connue actuellement avec la grande precision : 

Ah 

— = 1 420 405 751,768 ± 0,001Hz 
2ti 

♦> Une telle precision experimental a ete rendue possible grace a la realisation en 
1963, du « maser a hydrogene ». 

❖ W h f decompose chacun des niveaux de structure fine 2s ± / 2 , 2p 1 / 2 , 2p 3 / 2 en 
une serie de niveaux hyperfins : 

ij-n <f< ij + n 

V- L’EFFET D’UN CHAMP MAGNETIQUE SUR L’ATOME 
D’HYDROGENE 

V-l- Effet Zeeman : 

En physique atomique, 1’ effet Zeeman apparait lorsqu’une source de lumiere est 
soumise a un champ magnetique statique: les raies spectrales de cette source possedent 
plusieurs composantes chacune d’elle presentant une certaine polarisation. L’effet a 
pour origine la subdivision des niveaux d’energie des atomes ou des molecules 
plongees dans un champ magnetique. Selon les conditions, les raies spectrales se 
devisent en un nombre impair de composante (et P effet est dit « normal ») ou bien en 
un nombre pair (et l’effet est dit « anormal »). 

V-2- Effet Zeeman de structure hyperfme du niveau fondamental Is : 

Nous supposons maintenant que l’atome est plonge dans un champ magnetique 
statique uniforme B 0 parallele a (oz). Ce champ interagit avec les divers moments 
magnetiques present dans l’atome : moment magnetique orbital et de spin de 

— * L — * S 

1’ electron, Mj = — g B - et M s = — 2p B - ; moment magnetique du noyau: 

h ti 


Mi = g\i n i 
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L’hamiltonien Zeeman W z qui decrit l’energie d’interaction de l’atome avec le champ 
B 0 s’ecrit done : 


W z — — B 0 (M] + M s + Mj) — w 0 (L z + 2S Z ) + w n I 2 


Ou w 0 (de pulsation de Larmor dans le champ B 0 ) et w n sont definis par 


(6) 


w 0 = 


2 nip 


B r 


= 


2Mp 


§p^o 


Comme M P » m e , on a bien sur : | w 0 \ » \w n \ 

H= H 0 + W f + W hf + W z 

Nous avons vu precedemment que le niveau Is de l’atome d’hydrogene ne possede 
qu’une structure hyperfine mais pas de structure fine. (Le cas du niveau n= 2 est 
legerement plus complique car, en champ magnetique nul, ce niveau possede a la fois 
une structure fine et hyperfine). 

A l’interieur de la multiplicite n= 1, la restriction de W^pouvait se mettre sous la 
— > — > 

forme : A I. S 

En utilisant l’expression (6) de W z , on voit qu’il faut en plus calculer des elements de 
matrice de la forme : 

(n = 1; / = 0; m L = Ojm'sjm'jlwo (L z + 2S Z ) + w n I z |n = 1; l = 0;m L = Ojmsjnq) 
Or I et m L sont nuls, ce qui entrainent la nullite de la contribution de w 0 L z : 

(n = 1; l = 0; m L = 0|n = 1; l = 0; m L = 0) = 1 

— > — > 

On obtient alors, la perturbation : H’=2w 0 S z + A I. S+w n I z 

D’apres : |w 0 1 » \w n \ on peut negliger dans la suite le terme w n I z devant les deux 

premieres termes de H’, d’ou la perturbation « vue » par le niveau fondamental Is 

— > — > 

s’ecrit finalement : H’= 2 w 0 S z + A I. S ; ou 2 w 0 S z terme du Zeeman. 
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V-3- Effet Zeeman en distinction des differents domaines de champ : 

En faisant varier B 0 , on peut modifier de fag on continue l’importance du terme de 
Zeeman 2 w 0 S z , nous distinguerons trois domaines de champ, selon les ordres de 
grandeur respectifs du terme hyperfin et du terme Zeeman. 

4 - Effet Zeeman en champ faible (hw 0 « Ah 2 ): 

— > — > 

Les etats propres et valeurs propres de A I. S calculees precedemment permettent 
d’obtenir deux multiplicites : 


Ah 2 


:{|F = 1; m F = —1,0,1)}, degeneree trois fois < 


|1»1)b.c — 
1 / 


1 1 
2't} 


|1,0>BC “Tit 

1 1> — 1)b.c = 


1 1 
2’t) + 


1 1 
2 ’t! 


1 1 
1 1. 


3Ah2 r, „ , 1 / 11 . 1 f\) 

:{|F = 0;m F = 0)}, non degeneree j|O,0) BC = 2' _ 2 2’ 2/1 


Avec (|F; m F ) B c ) la base couplee aux sous-espace F = 1 et F = 0. 

— > — > 

Comme 2 w 0 s z une perturbation par rapport a l’hamiltonien H 0 + AI. S , il faut 
maintenant diagonaliser separement les deux matrices representants 2 w 0 s z dans les 
deux multiplicites F= 1 et F= 0 correspondants aux deux valeurs propres distincts 

(^- et - ^-) .On obtient aisement dans la base { |F, m F )} : 


C s J ii,i> B . c = bi,i> 


< 


S z |1,0>b.c = jI<M» 


SzU,-l>B.C = 



f S Z |0,0) BC = — 1 1,0> 
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C^>2w 0 S z 


( hw 0 0 
0 0 
0 0 
0 hw 0 


0 0 \ 
0 hw 0 \ 
— hw 0 0 I 
0 0 / 


D’apres les resultats precedents, la matrice representant 2w 0 S z dans la multiplicity 
F= 1 s’ecrit : 


/h w 0 0 0 \ 

2w 0 S z = I 0 0 0 

\0 0 ~hw 0 J 

Dans la multiplicity F= 0, cette matrice se reduit a un nombre egal a 0. 

Ces deux matrices etant diagonales, on en deduit immediatement les etats propres (a 
l’ordre zero en w 0 ) et les valeurs propres (a l’ordre un en w 0 ) en champ faible : 


Etats propres 


Valeurs propres 


Ah 2 


|F = l;m F = l) h hw 0 


|F = 1; m F = 0) 


Ah 2 


+ 0 


Ah 2 


|F = 1; m F = —1) hw 0 


Ah 2 


|F = 0;m F = 0) —3 1-0 
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F=1 se scinde en trois niveaux equitants. F=0 ne subit aucun deplacements au l er ordre en w 0 . 

Le traitement precedent est valable tant que l’ecart hw 0 entre deux sous-niveaux 
Zeeman consecutifs de la multiplicite F= 1 reste petit devant l’ecart entre les niveaux 
F= 1 et F= 0 en champ nul (structure hyperfine). 

4- Ejfet Paschen-Back ( Zeeman en champ fort) (hw 0 » Ah 2 ) : 

II faut maintenant diagonaliser en premiere lieux le terme Zeeman. 

• Etats propres et valeurs propres du terme Zeeman : 

Ce terme est diagonal dans la base (|m s , mj)} : 

2w 0 S z |m s ,m I ) = 2m s hw 0 |m s , lrq) 

Comme m s = + - , les valeurs propres sont egales a ± hw 0 .Chacune d’elles est 


degeneree deux fois, a cause des deux valeurs possibles de mj. On a done : 

I: 


(2w 0 S z |+ ; ±) = +hw 0 |+,±) 
t2w 0 S z |- ±) = — hw 0 |— , ±) 


(Nous ecrirons souvent |s s , 8j) a la place de |m s , mj), s s et gj etant egaux a + ou - 
suivant le signe de m s et mj) 
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Remarquons tout d’abord que, les vecteurs des deux sous- espaces {|+, +)} et {|— , +)} 
sont egalement vecteurs propres du terme 2w 0 S z . 

— > — > 

Les deux matrices representant AI. S dans ces deux sous - espaces sont done 
diagonales, et leurs valeurs propres sont tout simplement les elements diagonaux 
(m s ; irq | AI. S|m s ; irq) que l’on peut ecrire encore, en utilisant la relation : 


I- s = I z s z + — (i+s_ + I_S + ) 

Sous la forme: (m^m^AI. Slm^mj) = (m s , mjAlg S z |m s/ m!) 

= Ah 2 m s m! 

Finalement les etats propres et les valeurs propres en champ fort sont : 


Etats propres 


Valeurs propres 


l+» +) 

1 +,-) 

I- +) 
I- -) 


Ah 


h hw 0 






. Ah 

nw n 

u 4 


Ah 


flWn 




u , Ah 
-hwo + — 




Figure : Diaaramme Zeeman en champ fort du niveau fundamental Is de 1'atome d'hvdrogenc 
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• Remarque : 

Afi 2 

On peut interpreter de la facon suivante l’ecart — qui existe en champ fort entres les 

deux niveaux|+, +) et |+, — ) , ou |— , +) et |— , — ) . Nous avons vu que seul le terme 

— > — > 

I Z S Z d l’expression de I.S intervient en champ fort, lorsqu’on traite le couplage 
hyperfine comme une perturbation vis-a-vis du terme Zeeman. L’hamiltonien total 
peut done s’ecrit en champ fort : 



Tout se passe done comme si le spin electronique « voyait », en plus du champ 

exterieur B 0 , un champ interne plus petit, provenant du couplage hyperfine 

— > — > 

entre I et S , et prenant deux valeurs possibles suivant que le spin nucleaire pointe vers 
le haut ou vers le has. 

4 - Effet Zeeman en champ intermediate (hw 0 ~ Ah 2 ) : 

— > — > 

11 faut diagonaliser la matrice representant la perturbation totale 2w 0 S z + AI. S en 
travaillant dans la base {|F, m F )} . 

Les etats |F, m F ) sont etats propres de l’operateur AI. S.La matrice representant cet 
operateur dans la base {|F, m F )} est done diagonale : les elements diagonaux 

Ah 2 3Ah 2 

correspondants a F=1 sont egaux a — , celui correspondant a F=0 a — . Par 

ailleurs, nous avons deja ecrit la matrice representant S z dans la meme base. 11 est alors 
tres simple d’ecrire la matrice representant la perturbation totale. En rangeant les 
vecteurs de base dans l’ordre : 


B' — {|1,1), 1 1, —1), 1 1,0), 1 0,0)}, on obtient ainsi : 
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/ 


Ah 2 


+ hWn 




0 

0 

0 


Ah 2 


0 

— hw 0 

0 

0 


0 

0 

Ah 2 

T" 

hw 0 


0 

0 


\ 


hw 0 

3Ah 2 


Cette matrice se decompose en deux matrices lx 1 et 2x 2 .Les deux matrices lxl 
fournissent immediatement deux valeurs propres : 


f Ah 
Ei - — — I- hw 0 


< 


Ah 

E 2 = — — hw 0 


Correspondant respectivement a l’etat 1 1,1) (ou encore a l’etat |+, +)) et a l’etat 
1 1, — 1) (ou encore a l’etat |— , — )). 

L’equation aux valeurs propres de la matrice 2x2 restante s’ecrit : 


^Ah 


- E 


3 Ah 


- E -h 2 w n 2 = 0 


Les deux racines de cette equation se calculent aisement : 


Eo = 


E a = 


Ah 


Ah 


+ 


2 All 


+ h 2 w n 2 


\ 


^Ah 


+ h 2 w 0 2 


L’ ensemble des resultats precedents est regroupe sur la figure ci-dessous, qui 
represente le diagramme Zeeman du niveau fondamental Is. 
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Selon la figure, les deux droites de pente +1 et -1 de m F passant en champ nul par le 

Ah 2 

point + — (comportement asymptotique), represented done, quel que soit le 

4 

champ B 0 , deux des sous-niveaux Zeeman. 

V-4- Effet STARK : 

4- Definition : 

L’Effets Stark est l’etude de l’effet d’un champ electrique statique sur le niveau 
fondamental (n=l) et le premier niveau excite (n=2) de l’atome d’hydrogene, en tenant 
compte de l’existence d’une degenerescence entre deux niveaux de parite differente. 

Considerons un atome d’hydrogene plonge dans un champ electrique statique 
uniforme E parallele a oz. A rhamiltonien Zeeman W z on ajoute l’hamiltonien Stark 
W s qui decrit l’energie d’ interaction du moment dipolaire electrique de l’atome 
d’hydrogene avec le champ E, tel que : 

W s = —qE. R = —qE. Z 

Ou W s est petit devant H 0 , et par la theorie de perturbation on doit calculer l’effet de 
W s sur les etats propres de l’hamiltonien non-perturbe// 0 . 

4- Effet Stark du niveau n=l : 

D’apres la theorie des perturbations, l’effet du champ du champ electrique s’obtient au 
premier ordre en calculat'd 1’ element de 

matrice — qE(n — 1,1 — Q,m l — 0|Z|n = 1,1 = 0, m L — 0). 
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Comme l’operateur Z est impaire et que le niveau fundamental est pair, l’element de 
matrice precedent est nul. 


C> II n’y a done pas d’effet lineaire en champ E d’ou la necessite de passer au 


terme suivant de la serie de perturbation. On en conclut qu’a l’ordre le plus bas en E , 
le deplacement Stark du niveau fondamental Is est quadratique. 

En presence du champ electrique E parallele a oz, l’etat fondamental non-perturbe 
n’est plus 1 1,0,0) ; dont les valeurs moyennes des composants de l’operateur qR dans 
l’etat fondamental perturbe est (W 0 \qR\ W 0 ) . 

On en deduit alors, que le champ electrique E fait apparaitre un moment dipolaire 
« induite » proportionnel a E, dont le coefficient de proportionnalite est la 
susceptibilite electrique lineaire, par consequent la mecanique quantique permet 
d’expliquer cette susceptibilite. 

4- Ejfet Stark du niveau n=2 : 

L’effet de W s sur le niveau n=2 s’obtient au premiere ordre en diagonalisant la 
restriction de de W s a l’interieur du sous-espace engendre par des quatre etats de bases 
{| 2,0,0), 1 2,1, m);m — 1,0, —1} ; avec l’etat 1 2,0,0) est pair, les trois etats |2,l,m) sont 
impaires. Comme W s est impair, l’element de matrice (2,0,0 |W s |2,0,0)est nul. Par 
contre comme les etats |2,0,0)e£ 1 2,1, m) sont de parite opposee, l’element de matrice 
(2,1, m|W s |2,0,0) peut etre different de zero. En fait, on peut deduire aisement, en 
utilisant les relations d’orthogonalite des harmoniques spheriques que seul 
(2,1,0 |W S 1 2,0,0) est non-nul. En effet W s est proportionnel a Z, done hy®(6). 
L’integrale angulaire qui intervient dans l’element de matrice (2,1, m|W s |2,0,0) est 
done de la forme : / y™* (Q) (O) yfl (O) dQ 

Ouyo est une constante, cette integrale est proportionnel au produit scalaire de y° 
par y™, et n’est done different de zero que si m=0.De plus comme y° ,P 2 ,o( r ) et 
R 2j i(r) sont reels, l’element de matrice correspondant de W s est reel, en posant : 

<2,1,0|W S |2,0,0 )=ys 

La matrice representant W s dans la multiplicite n=2 a done finalement la forme suivant 
dont les vecteurs de bases sont ranges dans l’ordre 1 2,1,1), 1 2,1, —1), 2,1,0), 2,0,0) tel 
que : 
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W s = 


'0 0 0 0 
0 0 0 0 
oooo 

0 0 Y £ 0, 


On en deduit immediatement les corrections a l’ordre un en £ et les etats propres a 
l’ordre zero : 


Etats propres 


correction 


12 , 1 , 1 ) 

1 2 , 1 , — 1 ) 

^ (12,1,0) + |2,0,0)) 


V2 


(1 2,1,0) — 1 2,0,0)) 










0 

0 

Y£ 


ys 


L’apparition d’un effet Stark lineaire dans le cas de l’atome d’hydrogene est 


typique de l’existence de deux niveaux de parite opposee et de meme energie. 

4- Resultats de l ’effet Stark : 

♦> Le deplacement Stark du niveau fondamental Is est quadratique (le niveau 
fondamental est abaisse) 

❖ Les etats du niveau n=2 ne sont pas stables 

❖ L’hamiltonien Stark W s ay ant un element de matrice non-nul entre 2 s et 2p . 
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ConcCusion generate 


L’elaboration de ce travail dans le cadre du projet de la fin d’etude, nous 
a permis d’approfondir nos connaissances theoriques en Mecanique Quantique 
et les retombes de cette theorie sur un systeme physique simple tel que l’Atome 
d’Hydrogene. 

Lors de ce travail, on a essaye de presenter l’etude classique et quantique 
de cet atome et mettre en evidence l’accord de la theorie quantique avec les 
resultats experimentaux. 

Ce travail constitue un des multiples aspects de la richesse des donnees de 
la theorie quantique. En effet, il permet de mettre les accents sur les points mal 
traites par la mecanique classique pour une particule soumise a un potentiel central. 

Notre projet de fin d’etude consiste a presenter en detail tous ce qui 
concerne l’atome d’hydrogene du cote physique. 

Ce projet nous a donne la possibilite de voir de pres a quel point la theorie 
classique est insuffisante pour le traitement physique d’un systeme microscopique 
qu’est l’atome d’hydrogene. II nous a aussi permis de realiser a quel point la theorie 
quantique est en accord avec les experiences du domaine jusqu’a nos jours. 

En fin, l’etude de l’atome d’hydrogene ouvre les perspectives larges sur le 
traitement quantique des atomes pluri-electroniques. 
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Constitutes physiques 


Vittsse <le Iu lumiere dims le vide 
( 'onstunte de Planck 
Constunte de Planck divisee pur 27T 
Charge de 1 electron (g c < 0) 

Masse de lYdeC troll 


Musse du proton 

Musse du neutron 

Constunte de Rydberg 
Magneton de Rohr 

Magneton de Bohr nucl6aire 

Constaute de Boltzmann 
Constunte de gravitation 
Conversion energies longueur d’oude 
Conversion energies frequence 
Conversion energie- tempo rat ure 


c = 3.00 x 10 s m.s 1 

h = 6.63 x 10 -34 J.s 

h = 1.055 x lO" 34 J.s 

|g e | = 1.602 x 10 -l9 C 

m K = 9.11 x 10 -31 kg 
= 0.51 1 MeV.c - 2 

nip = 1 .673 x 10 -27 kg 
= 938.3 MeV.c -2 

m-n = 1.675 x 10 -27 kg 
= 939.5 MeV.c -2 

R x = 4Q 2 m e c2 =13.61 eV 

p B = = 5.79 x 10 -s eV.T - ‘ 

2 TTXc 

p v = = 3.15 x 10 -8 eV.T - * 

c 1tji v 

A-b = 1-38 x 10 -23 J.K - * 

G = 6.67 x 10 -11 N.m 2 .kg -2 
E = 1 eV i 1 A = 1.24 pm 

E = 1 eV i > v = 2.42 x 10 14 Hz 

E = 1 eV i 1 T = 11600 K 
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